TD 25 : Relations de comparaison

Domination, négligeabilité (suites) ———

*4: A laide du symbole o, comparer les trois
suites suivantes :

Uy = n(lnn)2 - (n2>lnn Wy = (hln)nlnn

*#* (Critere de d’Alembert) Soit (x,) une suite de
réels strictement positifs.
1) Onsuppose qu'il existe k € [0, 1] tel qu'a partir d'un

. Xn+1
certain rang ——

< k. Montrer que la suite (x;,)
Xn
converge vers 0.

2) Soita € R’.. Déduire de la question précédente que
a" =o(n!)

3) Montrer de méme que n! = o(n").

Equivalents (suites)

##: (Composition a gauche par I'exponentielle)

Soit (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, ~ v,.

Montrer que u, — v, — 0 si et seulement si " ~ ",

@ ##% Trouver un équivalent simple des suites de
termes généraux suivants :

1
— entl

S =

nz—i-\/ﬁ 5) u,=e
In(4n) + e"

2 uy=vnt2—vn+1 O un:1n<cos(
3) up=+/In(n+1)—1Inn hy— E g

7
1
9wy =1 [4—- -2 8) u, — /" + V"

@ #* En utilisant un équivalent, déterminer les
limites des suites de termes généraux suivants :

1) u, =

S| =

)

1
° un:nxsin<—)
2n?2 +n+1

(6 )« (Classique) Soit @ € R*. Déterminer lalimite
o n

de (1 + —) .
n

*#%  Soit (u,) une suite réelle telle que 1y > 0 et

Up
VvneN wu, | =
(s 14+u,
.1 1 1
En considérant v, = —, montrer que u, ~ —.
U, n

##i: (Composition a gauche par le logarithme)
Soit (uy,) et (v,) deux suites réelles a termes strictement
positifs. On suppose u, ~ v, et que (u,) et (v,) tendent
vers une limite (commune) ¢ € Ry U {+eo}.

1) On suppose ¢ € ]0,1[ U |1,+eo[. Montrer que
Inu, ~ Inv,.

2) On suppose ¢ = 0. En écrivant u,, = v, + (uy,
montrer que Inu, ~ Inv,.

- Vi’l)r

3) On suppose ¢ = 4. Montrer que Inu,, ~ Inv,. On
pourra appliquer le résultat de la question précé-
dente a des suites (u},) et () bien choisies.

Note : finalement, si la limite (commune) de (u,) et (v;)
est différente de 1, alorsInu, ~ Inv,.

4) Application
1

In (sin —) .
n

5) Soitu,=1+¢e¢ "etv,=1 + e~ %". Montrer que uy, ~
Vp. A-t-onlnu, ~ Invy, ?

déterminer un équivalent de

(9 )i Soit (u,) une suite réelle décroissante telle
1
que U, + Up+1 ~ .

1) Montrer que pour toutn € N, u,, > 0.
2) Montrer que (u,) converge vers 0.

3) Donner un équivalent simple de (u;,).

#4f:  Montrer que :

N+2!4+...+n! ~n!
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Relations de comparaison (fonctions)

##% Déterminer un équivalent (simple) en oo
des expressions suivantes :

e In(1+x)+sinx
x? —Inx + 3%

X3+ Va8

1 1
. J—

x+1 x—1

1

In(x+1)

o /1+

#* Déterminer un équivalent (simple) en O des
expressions suivantes :

(1 —e€)siny/x
. _—
x24x3
v 1+sinx
. —_—
In (1 + sinx)
e —(1+x%)3
. —_—
v/1—cosx

o (cosx)"¥—1

#* En utilisant les équivalents, déterminer les
limites suivantes :
sin(2x
. Sin(2)
x—0 tan(3x)

2 i Inx
1m
x—=0x¥—1

) 1
3) lim(1 + tanx)six

x—0
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